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m Podékovani

m Prednaska bude charakteru
— matematického,
— metodického a didaktického,

— s historickymi poznamkami.

m Cil. Méla by
— poudit,
— inspirovat,

— snad i trochu pobavit.

m Je urcena pro posluchace od 10 do 100 let.
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m Dalsi doplnky, zajimavosti, poznamky, komentare,

literatura, odkazy na webové stranky atd.

— viz Apendix v zavéru této prezentace

m Prezentace bude vystavena na webové strance této

konference.

m Nékteré pasdze z prednasky mohou byt pouzity jak ve vyuce,
tak ve vybérové vyuce, zdjmovych krouzcich apod.

Je to na vas.

= A nyni HURRRAAA ke korytu véci! Jak fikdme my, vzdé&lanci.
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Pythagorova véta

Pythagorova véta

A c B

Pro délky stran a = |BC|, b = |CA|, ¢ = |ABj trojdhelniku ABC
s pravym Ghlem pri vrcholu C plati rovnost

a2+ b% = 2.

P¥esnéji. Rovnost a®> + b?> = c? plati pravé tehdy, kdyZ je iihel

pri vrcholu C pravy.
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Pythagorova véta

m Pythagoras (6. stol. pf. Kr.): formulace véty, diikaz (jaky?)
— Legendy o Pythagorové objevu — 100 voli.
— Rekové jist& v 6. stol. p¥. Kr. vétu i diikaz znali.
— Eukleides uvedl Pythagorovu vétu s ditkazem kolem roku
300 pt. Kr. ve svych Zdkladech (Stoicheia, Elementa).
m Ale: v Mezopotamii znali a uzivali Pythagorovu vétu jiz
v 18. stoleti pt. Kr. Viz tlohy na hlinénych tabulkach.
m Ale: ve staré Ciné znali a uzivali Pythagorovu vétu jiz
v 7. stoleti pf. Kr. Urcité dfive nez Pythagoras.
— Existuje kniha (knihovna KFF, Karlin)
F.J. Swetz: Was Pythagoras Chinese? (1977).

m Snad se jesté na zakladnich Skoldch Pythagorova véta udi. 777

m Bude se udit i po 50% redukci udiva, pfi viestranné inkluzi,
a kdyz se do skoly bude chodit az od deviti hodin 777
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Dikaz Skolsky

a b b a
/ C
b . b b
a C/III 7
a c|a z /;__ a
b| %
\q/
a b a b
1
(a+b)* = a*+2ab+ b’ (a+b) = +4-ab
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m Didakticka chvilka:

I. Platnost vzorce (a+ b)? = a® +2ab+ b? dokazte ve $kole
dvéma zpUsoby:

— algebraicky: roznasobenim (a+ b)(a+ b)=...

— geometricky: vySe uvedenym obrdzkem

Propojeni algebraického a geometrického vnimani/chapani

je mimoradné dilezité.
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Druhy dikaz skolsky

Druhy diikaz gkolsky

Spustime vysku a dostaneme tfi podobné trojihelniky:

C

|
|
|
|
c_
A cA D <5 B

Z podobnosti trojahelniki ABC, CBD a ACD:

a ¢ b ¢
f:—B, f:—A, a tedy P =c-cg, b>=c-ca
c a c b
Dokazali jsme Eukleidovu vétu o odvésné. Sectenim dokoncime
dikaz Pythagorovy véty:

a4+ b2 =c-(cg+ca)=c
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Druhy dikaz skolsky

c |
A CA D ¢ B

Z podobnosti trojuhelniki CBD a ACD je

CA 2
—:7, a tedy v = cg - Ca.

Dokazali jsme Eukleidovu vétu o vySce.
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Druhy dikaz skolsky

m Dvé didaktické chvilky:

Il. Pojem podobnosti procvicte ve skole i na téchto dikazech,
kterym muzete fikat odvozeni (pokud nechcete studenty

strasit slovem diikaz)!

1. Tvrzeni predchozich vét mizeme chipat
— jednak jako vztahy mezi délkami Gsecek,
— jednak jako vztahy mezi obsahy prislusnych ctvercil

a obdélnika!

Do jisté miry tomu odpovidaji i oba skolské diikazy.

Fakulta dopravni CVUT

J. Becvar

Pythagorejska tvrzeni



Eukleidiv dikaz

Eukleidiv dikaz

Je zaloZen na tomto obrazku:
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Eukleidiv dikaz

m Dalsi didakticka chvilka:

IV. Pokuste se Eukleidiiv diikaz provést. Osnova:
— Dva vyznacené trojihelniky jsou shodné.

— Obsah kazdého jeroven poloviné obsahu ¢tverce
nad odvésnou,
resp. poloviné obsahu obdélnika, ktery je Casti Ctverce

nad (pod) pfeponou.
— Proto je obsah ctverce nad odvésnou roven obsahu

obdélniku, ktery je Casti Ctverce nad preponou.
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Eukleidiv dikaz

m Odstrasujici priklad z jedné ucebnice:

Definice Pythagorovy véty: ...

Autorka ulebnice (ze Slovenska) nepochopila, co je definice

a co je vétalll A Ze se véta nedefinuje.

Co k tomu fici?
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Eukleidiv dikaz

m Odstrasujici priklad z jedné ucebnice:

Definice Pythagorovy véty: ...

Autorka ulebnice (ze Slovenska) nepochopila, co je definice

a co je vétalll A Ze se véta nedefinuje.

Co k tomu fici?

Hradddddddddddaddaddadadaddaddaddaddaaaiaizal !
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,Bolzantv" dikaz

,Bolzanav" dikaz

C
|
|
|
|
:
D

A B

Pacp _ Pcep _ Pasc . Pacp + Pcep _ Pasc
AC? BC? AB? AC2 + BC? AB?

AC? + BC? = AB?

m Bernard Bolzano (1781-1848), rukopisy ?
m Etienne Bézout (1730-1783), 1768
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SINELELISY

Skladanky

m Pro pobaveni, ale i pro rozvoj matematického mysleni mohou
poslouzit nejriiznéjsi skladanky.

Jsou velmi uzite¢né, navic pobauvi.

m DalSi didakticka chvilka:

V. Skladanky nestaci ovéfit vystfihnutim z papiru
a preskladanim dild!
Skladanky je tfeba podrobit exaktnimu matematickému

zkoumani.
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m Stard Cina:

kulta dopravni CV!
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m Star Cina:

kulta dopravni CV!
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Skladanky

m Leonardo da Vinci:

kulta dopravni CV!
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Kosinova véta

Kosinova véta

V trojuhelniku ABC s vnitfnim dhlem ~ u vrcholu C plati rovnost

c® = a® + b> — 2abcos~.

Pozn. Dobre vime, ze Kosinova véta je ,mnohem obecnéjsi*
nez véta Pythagorova. Je s ni vSak ekvivalentni!

— Z Kosinové véty trividlné plyne véta Pythagorova (cosy = 0).
— Z Pythagorovy véty snadno vyplyva véta Kosinova.

Dusledek. Rovnost ¢ = a° + b? plati pravé tehdy, je-li Gihel pri
vrcholu C pravy. Je-li ostry, pak ..., je-li tupy, pak ...
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Kosinova véta

m Kozinova véta

m Didakticka chvilka:

V1. Dokazte Kosinovou vétu pomoci véty Pythagorovy!
Prokazete tak logickou ekvivalenci Pythagorovy véty

a Kosinové véty. (Viz Apendix.)
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Véta o rov

Véta o rovnobézniku

Necht ABCD je rovnobéznik o strandch a, b a uhloprickich u, v:
Potom je 2a% +2b% = u? + v2.

Dikaz. Je u?> = (a+x)2+y? v2=(a—x)2+y?

tedy u? 4 v2 =222+ 2(x* + y?) = 2a% + 2b%

D C
< =
~ P
~ -
~ P
~ -
~ -
~ -~
~
- ~
u_ <~V b Y
- ~
- ~
-~ ~
—- ~
A E a B X F

Pozn. Vé&ta o rovnobézniku je ekvivalentni s Pythagorovou vétou.
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Chvilka poezie

Kdyz jsem kracel na agoru
zahlédl jsem Pythagoru.
TézZce vlekl na ramenou
velky ctverec nad pFeponou.

Ctverce spjaté s odvésnami
postradame, nejsou k mani.
Pfinese je Eukleidés

mozna zitra, mozna dnes.

Eukleidés a Pythagoras
chybi nam jiz predlouhy cas.
Jejich véty, damy, pani,
zGstavaji zatim s nami.
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Co pfinesou dalsi roky?

Nové vzdélavaci kroky.
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Co pfinesou dalsi roky?
Nové vzdélavaci kroky.
Mohou nastat velka zvérstva

pod taktovkou ministerstva.
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Co pfinesou dalsi roky?
Nové vzdélavaci kroky.
Mohou nastat velka zvérstva

pod taktovkou ministerstva.

Nase milé, slavné véty,

procpak se tak klepete?
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J. Becvar

Co pfinesou dalsi roky?
Nové vzdélavaci kroky.
Mohou nastat velka zvérstva

pod taktovkou ministerstva.

Nase milé, slavné véty,
procpak se tak klepete?
Bojime se! Zitra mozna

zarizne nas RVP.
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»Obecna" Pythagorova véta

= 3, = b,
CD| = ac, potom

=cC,

_aBy
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Dikaz. ¢ = 32B +v2= azB + b2 — azc,

202 2 2
tedy ¢ + a;z = b” + ag.

Pricteme-li k obéma stranam ag - ac,
dostaneme rovnost c®+a-ac = b*+ a- ag.
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Pozn. Pokud by byl thel BCA tupy, zméni se diikaz jen nepatrné.

Pozn. Pokud body C a D splynou, dostaneme Pythagorovu vétu.
Mame tedy treti ekvivalentni tvrzeni s Pythagorovou vétou.
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m Didaktické chvilky:

VII. Jako cviceni na Pythagorovu vétu nechte studenty
— dokazat Kosinovou vétu,
— dokazat Vétu o rovnobézniku,

— dokazat Obecnou Pythagorovu vétu.

VIII. Pythagorova véta pro obecny trojihelnik bude

pro studenty patrné velmi prekvapiva.

Pritom je jeji diikaz pouze elementarnim cvi¢enim

na klasickou Pythagorovu vétu.

Prekvapivé bude patrné i to, ze obecné tvrzeni miize byt
ekvivalentni se svym specialnim disledkem.

Studenti mohou jednoduchymi postupy ,,objevovat
matematiku® (tvrzeni, kterd v ucebnicich nejsou; diikazy!).
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m Historicka poznamka:

V Ceské ulebnici Zakladowé Méfictwj Cili Geometrye (1822)
Josefa Vojtécha Sedlacka (1785-1836) je rovnost (pfi vyse

uvedeném oznacent)

c—b a

ag—ac c+b’
odkud plyne rovnost

?+a-ac=b>+a-ag.

To je Pythagorova véta pro obecny trojahelnik (viz vyse).
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Pythagorova véta pro ¢tyrahelnik

Necht ABCD je ctyrihelnik, K stred dse¢ky AC a L stred
usecky BD. Potom je

|AB|? + |BC|?> +|CDJ? + | DA]? = |AC|? 4 |BD|? + 4|KL|?.

Obecnéji. Necht A, B, C, D jsou ¢tyri body v roviné. ...

J. Betvar Fakulta dopravni CVUT
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Dukaz Ize snadno provést pomoci analytické geometrie.

Pozn. UZijeme-li vétu pro obdélnik ABCD, dostaneme klasickou

Pythagorovu vétu.

Pozn. Mame dalsi tvrzeni, které je ekvivalentni s Pythagorovou
vétou.
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m Didaktické chvilky:

IX. Uvédomte si, ze dikaz Véty o &tyfahelniku (v roviné) Ize
chapat jako geometrickou interpretaci rovnosti tykajici se
komplexnich &isel «, 3, ~, d:

(a=0)(@=B)+(I-)(F-7)+(1—0)(7—0)+(5—a)(F—a) =
= (a=)(@=7)+(3-0)(F-0)+(a—F+-)(@—F+7-9)

X. Dokazte Vétu o Ctyruhelniku pomoci analytické geometrie.
Pri dikazu si uvédomte, Ze nezavisi na tom,
— zda body lezi v roviné,

— o kolik soufadnic se jedna.
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Pythagorova véta pro ¢tyfi body v eukleidovském prostoru.

Necht A, B, C, D jsou ¢&tyri body v konecné dimenzionalnim
eukleidovském prostoru a K, L jsou stredy tsecek AC a BD.
Potom je

|AB|?> + |BC|? +|CD|? + |DA|? = |AC|* + |BD|* + 4|KL|>.
Rovnéz je

|ABJ? 4 |BD|?> + |CD|? + |AC|? = |BC|?> 4 |AD|? + 4|MN?,

|AC|? 4 |BC|? + |BD|? + |AD|? = |AB|? + |CDJ? + 4|PQ|?.
Sectenim predchozich dvou rovnosti dostaneme vztah

|AC|> + |BD|? = 2 (|]MN|? + | PQJ?).
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Pythagorova véta pro pét bodi v eukleidovském prostoru.

Necht A, B, C, D, E jsou body konecné dimenzionadlniho
eukleidovského prostoru. Necht P, Q, R, S, T jsou po radé
stredy usecek AC, BD, CE, DA, EB. Potom je

3(JAB]> + |BC|> + |CD|? + |DE|* + |EA]?) =
= |AC]> + |BD|? + |CE|* + |DA? + |EB|*+

+4(|1PQ> + |QR|> + |RS]> + |ST|> + | TPJ?)
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Pythagorova véta pro Sest bodii v eukleidovském prostoru.

Necht A, B, C, D, E, F jsou body konecné dimenzionalniho
eukleidovského prostoru. Necht P, Q, R, S, U, V jsou po radé
stredy usecek AC, BD, CE, DF, EA, FB. Potom je
3(|AB|? + |BC]> + |CD|? + |DE|? + |EF | + |FA]*) +
+2(|ADJ? + |BE|* + | CF[?) =
= 2(|AC|* + |BD|* + |CE|> + |DF* + |EAP® + |FB|?) +

+4(|PQI*+|QR[>+|RS[*+|SU2+|UV > +|VP[?).
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Véta. Soucet Ctverci nad stranami ,Sestithelniku® ABCDEF je
roven souctu &tverct nad stranami ,,sestithelniku PQRSUV

a trojuhelniki XYK, YZL a ZXM. P¥itom jsou body

X,Y,Z K, L M stredy Gsecek AD, BE, CF, DE, BC, FA.

J. Becvar
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m Didaktické chvilky:

XI. Dokazte vyse uvedena pythagorejska tvrzeni o péti,
resp. Sesti bodech v eukleidovském prostoru kone¢né dimenze.

XIl. Pokuste se pripadné najit néjaké jiné vztahy mezi soucty

¢tvercl nad stranami a Ghlopri¢kami.

XIHI. Pouvazujte o jinych geometrickych interpretacich

uvedenych rovnosti.

m Vratime se ke klasické Pythagorové vété.
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Gerbert z Aurillacu

m Gerbert z Aurillacu (930/950-1003) — Silvestr II. (999-1003)
— legendy: ¢arodéj, spoléen s dablem ...; patrné byl otraven
— udivoval mj. poétarskymi vykony (umél délit velka &isla!)

— jednak opravdu umél, jednak umél ukazovat, ze umi ...

m Gerbertova exhibice s Pythagorovou vétou ve spisu Geometria

Priklad. Vypoctéme délku prepony pravoihlého trojahelnika,

jehoz odvésny maji délky vyjadrené smisenymi Cisly:
63 (VI et triens),

8355 (VI et quincunx et duella).
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Druhé mocniny téchto Cisel jsou
40 & % (XL et uncia et duella)

3 L1 .1 2 L (LXXI quadrans, semuncia, sextula,

obolus, duo siliquae et tercia siliquae)
Souctem obou ¢tverci je

5 1 2 1 . .
11135 576 1998 3.1778 (CXI quincunx, obolus, duo siliquae,

et tercia unius siliquae)
a odmocnina tohoto Cisla se snadno vypocte:
6 1 1 3 :
10 35 55 75 (X semis, semuncia, sextula).

Vypocet je spravny, neni vSak vysvétlen zplisob vypoctu
odmocniny.
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m Kurt Vogel (1888-1985), prosluly némecky historik
matematiky a védy, roku 1985 napsal:

Die Rechnung ist richtig; wie Gerbert sie bekommen hat
(insbesondere die Wurzel wiirde uns interessieren), erfiihrt
man nicht. Er muBte offenbar in einer Kopf- oder einer
Nebenrechnung auf die kleinste Einheit zuriickgehen.

Ob aber wirklich, wie er dazu sagt, die Rechnungen einem
Abacisten sehr leicht sind, kann man bezweifeln.

Gerbert podved! i Kurta Vogela !!!

Omluvou mu byl jeho vysoky vék.

J. Bedvai Fakulta dopravni CVUT
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m Gerbert odmocninu pocitat nemusel! A nepocital!

Jen se vytahoval!
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m Gerbert odmocninu pocitat nemusel! A nepocital!
Jen se vytahoval!
Nejznaméjsi pythagorejskou trojici je trojice (3,4,5).

Vynasobime-li ji koeficientem

ziskdme strany pravoihlého trojiihelnika z Gerbertova

prikladu:

1 5 1 6 1 1
°3 8,3 Vnw

Cynicka poznamka:

J. Bedvai Fakulta dopravni CVUT
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m Gerbert odmocninu pocitat nemusel! A nepocital!
Jen se vytahoval!
Nejznaméjsi pythagorejskou trojici je trojice (3,4,5).

Vynasobime-li ji koeficientem

ziskdme strany pravoihlého trojiihelnika z Gerbertova

prikladu:

1 5 1 6 1 1
°3 8,3 Vnw

Cynicka poznamka: Clovék se nedivi, Zze ho otravili!

J. Bedvai Fakulta dopravni CVUT
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m Didakticka chvilka:

XIV. Rozpomeiite se, Ze pri tvorbé priklad(i pro vyuku

vychdzite velmi ¢asto rovnéz od vysledku.

Gerbert to nedélal jinak.

Fakulta dopravni CVUT
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Pythagorejské trojice

m Pythagorejskou trojici (a,b,c) rozumime trojici pfirozenych

Cisel a, b, ¢, pro ktera je
a?+b% =2

Jsou-li Cisla a, b, ¢ nesoudélna, hovorime o primitivni
pythagorejské trojici.
— Nejznaméjsi pythagorejska trojice je (3,4,5) (Egypt?).
— Stafi Rekové jich znali nekone&n& mnoho.
— Pythagoriiv predpis: (2k? + 2k, 2k + 1, 2k? + 2k + 1)
— Platéniiv predpis: (k% — 1, 2k, k? +1), kde k € N.

m Jak na tyto predpisy prisli?
S pomoci ¢tvercovych figuralnich Cisel?

J. Bedvai Fakulta dopravni CVUT
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m Ctvercova Cisla (kaminky sestavené do Ctverce)

c2 kamink ve velkém &tverci, a2 kamink( v malém &tverci
c

= c?=a+p

a m

Kaminky umisténé na vysrafované plose (gndmon Sitky m)
Ize pfemistit a srovnat na ¢tverec b2,
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m Pfipad ¢ =a+1 - gndémon Sirky 1.

c
1| e °
22 2
R 2 = c“=a +b
[ N}
X .
a 1

Cislo b? je liché, tedy b je liché, tedy b =2k + 1.
Potom a= % = L;‘”‘ =2k>+2k a c=2k®>+2k+1.

Trojice (2k? + 2k, 2k +1, 2k? + 2k +1) (Pythagoras)

J. Bedvai Fakulta dopravni CVUT

Pythagorejska tvrzeni



m Pfipad ¢ =a+2 - gndémon Sirky 2.

c
2|9 -4
_ 22 2
5 2 = c“=a +b
[ 1]
[ 1] [ 1]
a 2

Cislo b? je sudé, tedy b je sudé, tedy b = 2k.
Potom a:%:“‘%f_“:ﬁ—l a c=k>+1.

Trojice (k% —1, 2k, k? 4+ 1) (Platén)

J. Bedvai Fakulta dopravni CVUT
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m Obecny pfipad ¢ =a+ m — gnémon Sitky m.

C
m
, = ?=2a+ b
a a
a m
e b? — m? b? + m?
Ziteméje a=-— ¢c=—.

2m
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b2 2 b2 2
Vychdzi trojice (2" +m ).

2m 2m

Jeji 2m-nasobek rovnéz splnuje pozadovany vztah, mame tedy

pythagorejskou trojici

(b —m?, 2bm, b* +m?).

PoZadujeme-li navic, aby byla Cisla b, m nesoudélna, ziskdvame

popis vSech primitivnich pythagorejskych trojic.
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Plimpton 322

m Mezopotamska tabulka Plimpton 322
— z obdobi 19./17. stoleti pf. Kr.
— obsahuje patnact pythagorejskych trojic

Presnéji feCeno: na patnacti fadcich jsou uvedena Cisla

pri¢emz (a, b, c) jsou pythagorejské trojice.

. v . . v, 2
Navic jsou sefazena podle velikosti &isla 4 .

Existuje mnoho pokus( o vyklad této tabulky.
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Zaveér

Antickymi branami

moudrosti k nam leti.
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Zavér
Antickymi branami
moudrosti k nam leti.

Tak si to pis!
(Cilé ruka, mozek ztuhly!)
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J. Becvar

Zaveér

Antickymi branami

moudrosti k nam leti.

Tak si to pis!
(Cilé ruka, mozek ztuhly!)

Trojahelnik pravouahly
je pravé kdyz
z ¢tverct nad jeho dvéma stranami

slozi se Ctverec nad stranou tfeti.
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Optimismus
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Optimismus

Co bude dal, neni jasné,

tfeba to tu vSechno zhasne.
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J. Becvar

Optimismus

Co bude dal, neni jasné,

tfeba to tu vSechno zhasne.

Kdyz se zimou tfesete,

dohieje vas RVP!
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Dékuji za pozornost!
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Dékuji za pozornost!

A hlavné za kvétinové dary!
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Apendix

= Obraceni Pythagorovy véty (jinak) C
Necht plati a® + b?> = 2.

b

|
|
|
|
v |

c |
A €A D ¢ B

Pythagorova véta: a? =v2+c3, b?>=v2+ (c—cg)?,
tedy a%+ b? = 2v? + c? +2cf—,, —2c - cg.
Podle predpokladu je tedy
v2:c~cB—c§:cA-cB, neboli L:C—A.
CB 4
Trojahelniky ADC a CDB jsou proto podobné a (hel pfi
vrcholu C je pravy.
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m Dukaz Kosinové véty pomoci Pythagorovy véty

AA=vPi(a—x)P?=bp-x2+(a—x)>=a%+b*—2ax=

= a° + b®> — 2abcos~y
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m Hippokratovy mésicky — Hippokrates z Chiu (5. stol. p¥. Kr.)

C

A B
UvaZujme pravouihly trojihelnik ABC a polokruznice nad jeho
stranami, které vymezuji dva mésicky. DokaZzte:

Obsah dvou mésicki je roven obsahu trojihelniku ABC.
1. Vypoctem pomoci vzorcl.

2. Bez vypoctu, tvahou pomoci Pythagorovy véty.
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m Archimédiv arbelos — Archimédés ze Syrdkis (2877-212)

C

A D B

Uvazujme pravoihly trojihelnik ABC a tfi polokruznice nad
tseckami AB, AD, DB vymezujici Gtvar arbelos. Dokazte:

Obsah dtvaru arbelos je roven obsahu kruhu s praimérem CD.
1. Vypocétem pomoci vzorcd.

2. Bez vypoctu, tvahou pomoci Pythagorovy véty.
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m Archiméduv arbelos — Archimédés ze Syrakls (2877-212)

C

A D B

UvaZujme pravoihly trojihelnik ABC a tfi polokruznice nad
useCkami AB, AD, DB vymezujici Gtvar arbelos. Dokazte:

Obsah dtvaru arbelos je roven obsahu kruhu s praimérem CD.
1. Vypoétem pomoci vzorcdl.

2. Bez vypoctu, tvahou pomoci Pythagorovy véty.
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Apolloniova véta. Pro téznici t. z vrcholu C trojihelniku ABC je

1
a’+ b= §C2 + 282,

A

Dokazte!

J. Bedvai Fakulta dopravni CVUT

Pythagorejska tvrzeni



Véta. V trojihelniku ABC oznacme pismenem D patu vysky
spusténé z vrcholu A na pfimku BC. Necht E je stred dse¢ky BD
a F stred usecky AC. Potom |AD|? = 4|EF|?> — |BC|?.

Dokazte!
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